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Besonderheit der Wurzeln aus komplexen Zahlen

In der Menge R der reellen Zahlen gibt es zu jeder positiven Zahl a zwei Zahlen, deren Quadrat a

ergeben: x,=+/a und x, = —/a . Dies kann man so beweisen:

x? =a-Ja=vaa=va? =a und x,2 -(~a)(~a)-+/a-a-a? -a

Als ,\Wurzel aus a“ bezeichnet man jedoch nur die positive Zahl und schreibt dafur Ja.

In der Menge C der komplexen Zahlen gibt es bei diesem Vorgehen jedoch Probleme.

Setzt man z;=+-1=+i, dann folgt 22 =1 =ii=% =1
Setzt man z, = —J/—1=-i, dann folgt ebenfalls  z,° :(—Jj)~(—J——1) = (~i)-(D=? = -1
Beide Mdglichkeiten bestehen also die Probe.

Jetzt kommt aber das Problem:

Nach dem Rechengesetz fiir Wurzeln sollte einerseits gelten:
VAN = () () = VA=
2
Andererseits ist aber auch \/——1\/——=(\/——1) =1

Alsoware 1 =-1. Das muss abscirecken!

Konsequenz:

Fiir komplexe Zahlen gilt die Form:d! \/é . \/6 =ya- b n |Cht

Vor allem kann man nicht mehr sage:.,.Lig¢’ positive Zahl* wird zur Wurzel erklart.
Man kann namlich komplexe Zahixn nicht mehr groflenmaRig vergleichen, denn man kann sie ja nicht
entlang eines Zahlenstrahls ,der. 3rélse nach“ anordnen, denn man bendétigt fir ihre Darstellung eine

Ebene, die GaulRsche Zahleheuerie. Es gibt keine positiven oder negativen komplexe Zahlen!

Merke: Fir Quadratwuizeln aus reellen Zahlen a gilt folgendes:

Jede positive'renlle Zahl a > 0 hat in C die beiden Quadratwurzeln Ja und —/a.

Jede neaativia reelle Zahl a < 0 hat in C die beiden Quadratwurzeln |a| ‘i und - |a| .

Wie man (yuadratwurzeln und n-te Wurzeln aus nicht reellen Zahlen berechnet, folgt im Laufe dieses
Abschnittes. Es wird zu jeder komplexen Zahl mehrere Wurzeln geben, also keine eindeutige Wurzel

mehr. Allerdings hat man sich darauf geeinigt, quasi eine ,Hauptwurzel“ bzw. einen ,Hauptwert® zu
definieren, die auch von Taschenrechnern angezeigt wird. Es ist diejenige Wurzel mit dem kleinsten
Argument.
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Muster-Berechnung von komplexen Quadratwurzeln Ja

Es gibt zwei verschiedene Methoden zur Lésung der Gleichung z? =a

Die erste wirkt sehr einfach, weil im Grunde auf Mittelstufen-Mathematik zurtckgreift.

Sie verwendet die Methode des Koeffizientenvergleichs.

Die zweite Methode verwendet die Polardarstellung der komplexen Zahlen und setzt tiefer(:
Kenntnisse voraus. Diese Methode benétigt man vor allem fir héhere Potenzen Daher wird siz hier
auch schon einige Male gezeigt, weil sie hier einfacher ist, als bei héheren Potenzen:

Methode mit einem Koeffizientenvergleich

Beispiel: z2=-5+12i

2

Essei z=x+y-i,dannfolgt z :(x+y~i)2:x2+2xy~i+y*‘ i4

Also: z? = (x2 —y2)+(2xy)-i =[-5k4 20

22 _
Vergleichen: X“—y"=-5 (1)

2xy =12 (2)
Aus (2) folgt y=8 3)

X
Achtung: Aus (3) erkennt man, dass x uridwagleiche Vorzeichen haben!
In (1): x2—3—(23_ =5 | X2
Xt 52 -36=0 Biquadratische Gleichung.
54/ - 4
Losungsformel fiir a*: W2 -2t 225+144 = 5213:{ (x2>0)!
—9<

Aus x2 =4 folgt x==%2.

In (3) Zux=2folgt y=3
Zu x = -2 folgt y = -3

1. Losung: zy=2+3i

2. Lésung: z, =-2-3i

Losunasmenge: L={2+3i;-2-3i}

Hinweis: Bei dieser Methode stellen die Indizes 1 und 2 die Nummerierung dar.
Bei der nun folgenden 2. Methode ist das anders: Dort muss man z, und z, verwenden,
weil die Indizes zu einer Formel gehdren und dafiir 0 und 1 statt 1 und 2 verwendet werden missen.
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Methode mit der Polardarstellung.

Beispiel: z2=-5+12i

Zuerst benoétigt man fiir den Radikanden a =-5+12i die Polardarstellung:

la| = (-5)° +122 =25+ 144 =13

Weil in diesem Fall aim 2. Feld liegt, gilt fir den Argumentwinkel

Betrag von a:

Ziel: Polarform von a:

Lésungsansatz in Polarform:

Quadrieren:

Jetzt vergleicht man a mit z*

o =180° —arctan

G=13~E(112,6°+k-360°)

z=r-E(¢)
a=2z"=r?-E(2¢)

29 =112,6° +k -360°
¢ =56,3° +k-180°
\\

rP=13 = r=\13 (r= )

\

- v

J

. =\E~E(“+k'35°—):ﬁ-(%+k-180°)

%‘:1800—67,40 =112,6"

Lésungsformel allgemein: 2 furk =0, 1.
Speziell hier: z =134(56,3° +k-180°), ke (0.1}
Ausfiihrlich: Firk=0 zy=11 3‘-(00556,30 +i-5in56,3°) =2+ 3

Firk=1: _z==/13-(c0s236,3° +i-sin236,3° ) = -2 -3
Lésungsmenge: L= {2+3i ;—2-3i }

Das Arbeiten mit der gerundetenWiriiielzahl ergibt nicht diese ,schénen® Ergebnisse sondern
Z,<12,00052 +2,99965-i usw.

Um hier genaue Werte/2y. bekummen, muss man mit trigonometrischen Formeln arbeiten.

Allgemeine Darstellung dieser Methode:

Zu Achist stellt man a in Polarform dar: a=|a|-E(a+k-360°) )
DesLésungsansatz z =r-E(¢) fiihrtzu z? =r? -E(29)
' Vergleicht man beides, erhalt man rP=la = r=\/a
und 2¢ = o +k - 360°
(¢]
also =M=g+k.1800
2 2
Damit lautet die Losungsformel: |z, = \/H~E£%+k-180°j fir ke {0;1}.
Ausfihrlich: z, = lal -(cos(%+k-180°)+i-sin(% +k-180°))
\_ Und es wird Zy = —Z;.. (Achtung: Nicht z, verwenden!) )
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Hinweis zur Wurzelschreibweise:

Im Falle reeller Zahlen schreibt man beispielsweise: Zu x? =5 gehort x4, = +5.

Das geht im Falle komplexer Zahlen nicht, weil da J5 nicht (eindeutig) definiert ist.

Beispiel der Ergebnisdarstellung:

‘ Gegeben war die Gleichung z? = -5+12i

Die komplexe Zahl a=-5+12i hat zwei Quadratwurzeln: z,, = +(2+3i).

Die Zeichnung zeigt fiir Interessierte alle Daten zu diesen Zahlen in geometrische: Inthrpretation:
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Liste der folgenden Losungsbeispiele

Berechne die folgenden Wurzeln bzw.

die Losungen der quadratischen Gleichungen

1. A

4. -2

7. J-4+3i
10. /6-8i
13.  J-5+5i

16. Zz° =21-20i

19. Z2=2+i-243

22, \-1-i3
25 |2
1—i
28. 22=i+3
i

Hinweis:

11

14.
17.

20.

23

26.

29.

Die Losungen folgen weiter hinten.

Jo

Z° =2
2 =3+4i
J5+5i
J-12+5i

Z% =21+ 20i
22 =2+i-23
z2 =1+i-/3

1
Jai
2 8 +i

143

12.
15.
18.

21.

24.

30.

Jai
22 =1-i

z’ =3-4i
J-5-5i

z° =15+20i

2
z° 2 3i

N
7¢ =2 +in/2

Es handelt sich bei z* = x +iy oder \JX+i-y um dieselbe Aufgabe.
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1. Berechnung der Quadratwurzeln fi

Nur im Original ....
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